L XXII. Valyi Gyula Emlékverseny
Y Marosvasarhely

2016. aprilis 8.
V. osztaly

[[V(p.a)ixdy

1. Egy anya éveinek szama ugyanannyi, mint a lanya életkora hénapokban kifejezve. Mennyi

idosek kiilon-kiilon, ha az anya 23 évvel és 10 hénappal idésebb a lanyandl?

2. Melyek azok a 2016-nal kisebb természetes szamok, amelyeket 3-mal megnovelve a szamjegyek
osszege 3-szorosara lecsokken?

3. Egy motoros harom nap alatt teszi meg a kijelolt utjat. Elsé nap az it harmadénal 6 ki-
lométerrel kevesebbet tesz meg. A masodik nap 5 kilométerrel tébbet tesz meg a megmaradt
ut hatodanal. fgy a harmadik napra 200 km 1t maradt hatra. Mekkora tavolsagot tett meg a
motoros a harom nap alatt 6sszesen?

4. Az ifju Valyi Gyula 21 szamot irt egy lapra. Utdna a leirt szamokat elosztotta 20-al és
megallapitotta, hogy az elsé 20 osztas maradéka kiilonbozik egyméstol és a maradékok kettovel
kisebbek a hdnyadosoknal. Az utolsé osztas maradéka egyenl6 volt a hdnyadossal, a maradékok
osszege pedig 200 volt.

(a) Melyik volt a Valyi Gyula &ltal leirt 21. szam?
(b) Mennyi a Valyi Gyula &ltal leirt elsé 20 szam sszege?

5. Adott az & =9499+999+ ... + 9...99 szam. Hatarozzuk meg, hogy hany 1-es szamjegy van

2016 db
az &/ szémban?

Munkaidd 3 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 5 pont szerezhetd.
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1. Melyek azok az otjegyll természetes szamok, amelyekben balrdl irva a szamjegyek éppen a
szamnak 2, 3, 4, 5 és 6-tal valé osztasi maradékai?

2. Legyenek az AOB és COD szogek kozos csicsi derékszogek. Legyen [OM a DOB sz0g szogfe-
lezéje.

(a) Igazoljuk, hogy az OM ellentétes félegyenese szogfelezéje A0C szognek.

(b) Ha a coM sz0g 105%-0s, hatarozzuk meg a COA és MOB szogfelez6i dltal bezart szog
mértékét.

3. Létezik-e olyan p primszam, amelyre
(P’ =2p+1,20" +p+1) =p,
ahol (-, ) a legnagyobb kozos osztét jeloli?
4. Igazoljuk, hogy ha abc 37 akkor a bca, cab szdmok is oszthatok 37-el.

5. Adott az ABC haromszog. Legyenek [AM illetve [AN a BAC sz0g belso illetve kiilso szogfe-
lez6i, M, N € BC. Legyen D € AN 1ugy, hogy DC 1 BC. Legyen E € DM gy, hogy
NE 1 DM. Bizonyitsuk be, hogy az DC, AM, N E 0sszfutd egyenesek.

Munkaidd 3 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 5 pont szerezhetd.
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5.

. Mutassuk ki, hogy a 44...4 — 88..8 szam teljes négyzet.
—_— =<~

2016 1008

Hatérozzuk meg a 8 22 — 14 zy + 16y — 42 — 36 y + 2056 kifejezés legkisebb értékét.

Az ABCD négyzetben legyenek M, N, O az [AB], [BC| illetve [DM] szakaszok felezOpontjai.
Legyen {P} = DN N CM. Igazoljuk, hogy

OP = %MC.

Az ABCD paralelogramméaban M a BC oldal felezépontja és N a D pont M szerinti szim-
metrikusa.
(a) Igazoljuk, hogy az A, B és N pontok kollinearisak.
(b) Legyen P az M N, R pedig a BN szakasz felezpontja. Szamitsuk ki az ABC'D parale-
logramma, teriiletét tudva, hogy az RPN haromszog teriilete 25cm?.
(a) Legyen z egy olyan valés szam, amelyre |z| > 2. Bizonyitsuk be, hogy z(z — 1) > 2.

(b) Legyen a,b két olyan valds szdm, amelyek abszolit értékei 2-nél nagyobbak. Bizonyitsuk
be, hogy
(a* + 1)(b*> +1) > (a+b)(ab+ 1) + 5.

Mikor &ll fent az egyenloség?

Munkaidd 3 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 5 pont szerezheto.
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1. Legyenek a, b, c olyan valés szamok amelyekre a + b + ¢ = 223 és a,b,c > —<. Mutassuk ki,

3
hogy

V3a+1+vV3b+1+v3c+1<+v2016.

2. Egy kor keriiletére felirtuk az xg,xq, ..., xo016 Szdmokat ebben a sorrendben. Tudva, hogy
barmely két szomszédos szam kiilonbségének abszolit értéke megegyezik és

|Q30 +T+ ...+ 1'2016’ = 2017,
hatarozzuk meg a szamokat.

3. Ossze lehet-e &llitani 1 x l-es és 2 x 2-es négyzetekbdl egy nagyobb négyzetet tgy, hogy a
felhasznalt kétféle négyzet egylittes szama:
(a) 20167
(b) 20157

4. Adott egy ABCD tetraéder. Létezik-e olyan sik amelyre ha levetitjiik az ABCD tetraédert,
egy paralelogrammat kapunk?

5. Legyen ABCDA'B'C'D’ szabalyos négyoldali hasab. Legyen E,| F, F" az AB, BC, B'C" élek
felez6pontjai, AB = 6¢cm és AA” = 9em.

(a) Igazoljuk, hogy AF' | DE.

(b) Hatérozzuk meg tg((ABC), (F'DE)) értéket.

(c) Legyen P € BB'. Szamitsuk ki a [BP] hosszat, ha tudjuk, hogy az A’PF, keriilete
minimalis.

Munkaidd 3 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 5 pont szerezhetd.
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1. Jeloljiik z-el az anya éveinek a szamat. Ez honapokban kifejezve 122 honap. A feladat feltételeit
kihasznalva, vildgos, hogy
120 = x + 23 - 12 + 10.

Megolva a fenti egyenletet kapjuk, hogy z = 26. Tehat ez azt jelenti, hogy az anya 26 éves, a
lanya pedig 2 éves 2 hénapos.

2. Tudjuk, hogy ha egy szam utolsé szamjegye 6 vagy anndl kisebb, akkor a szamot megnovelve
3-mal az utolso szdmjegy megno, igy a szamjegyek Osszege is. Tizes atlépés esetén csokkenhet
csak az Osszeg, igy az utolso szamjegyek 7, 8 vagy 9 lehet.

e Legyen a keresett szam abc7. Ha 3-mal megnoveljiik ¢ < 9 eseten az 1j szamjegyek Osszege
3-szorozva kiadja az eredeti szamjegyek Osszegét, azaz:

3-(a+b+c+1l)=a+b+c+T.
Tovabb alakitva a fenti Osszefiiggést, vilagos, hogy
2(a+b+c) =4
Ekkor a keresett szamok 2007, 1107, 1017, 207, 117, 27. Ha ¢ = 9, akkor vilagos, hogy
3la+b+1)=a+b+9+7,

azaz

2(a+0b) = 13.
Az utébbi 6sszefliggés nem lehetséges.
e Legyen a keresett szam abc8. Ha ¢ < 9 akkor

3a+b+c+1l+1)=a+b+c+8,

azaz
2(a+b+c) =2.
Tehat a keresett szamok 1008, 108, 18.

e Legyen a keresett szam abc9. Ekkor
la+b+c+1+2)=a+b+c+p=a+b+c=0.
Tehat ebben az esetben csak a 9 elégiti ki a kért feltételeket.

3. A feladatot a szakaszos megoldasi médszerrel oldjuk meg. Tekintsiik az alabbi abrat: Az abrarol
lathato, hogy 200 + 5 = 205, igy 205 : 5 = 41, tehat 41 - 6 = 246, ekkor 246 — 6 = 240, azaz
240 : 2 = 120. Tehat 120 - 3 = 360km tett meg a motoros.



200km

4. (a) Legyen a, : 20 = ¢, maradék m,, ahol m,, < 20. Ekkor a maradékos osztaly tétele alapjan
a, =20-c¢c, + 1,

ahol m,, € {0,1,2,3,7,19}, ahol 71 # 1y # 13 # ... # r99. Novekv) sorrendbe rendezve
a maradékokat r;1 = 0,79 = 1,73 = 2,..199 = 19. A maradékok Osszege: 19 - 10 + 7o,
S =190 + 7ro1 tehat 91 = 10 és Co1 — ].0, fgy 91 = 10- 20+ 10 = 210

(b) Ha T = 0 tehat C1 = 2, 9 = 1 tehat Cy = 3,...,7”20 = 19 tehat Con — 21. Ekkor a; = 220+O,
a;=3-20+1a;=4-20+2,a; =21---20+ 19. Ekkor
S=202+3+4+..+21)+0+1+2+ ... +19,

S = 4620 + 190
S = 4810.

5. Az of szamot mas alakban irjuk fel, majd elvégezziik a kijelolt miiveleteket, hogy meghatarozhatjuk
az l-es, szamejegyek szamat:
A =94+99+...499.9=(94+1)+(99+ 1)+ ...+ (99..9+1) — 2016,
2016 2016
ekkor
o/ =10+ 100 + 1000 + ... + 100..0 —2016 = 111..10 — 2016 = 11..19094.
2016 2016 2014
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1. Otjegytl szdm lévén nem kezdiink 0-val, {gy kett?vel osztva a szémot a maradék csak 1 lehet,
tehdat az otjegyl szam 1-el kezdddik és paratlan. Hattal valo osztaskor a maradék 5-nél kisebb
vagy egyenld, de paratlan szam lévén a maradék csak 1, 3 vagy 5 lehet. Harom eset van tehat:
a szam lehet 1___1, 1___3 vagy 1___5. Mivel a szam 6k + 1, 6k + 3 vagy 6k + 5 alaku, ezért 3-mal
osztva a maradékok 1, 0 illetve 2 lesz, igy a szamok: 11__1, 10__3 vagy 12_5 alakuak lehetnek.

5-tel valo osztas maradéka lesz az utolséd elotti szamjegy, azaz a szamok: 1111, 10_33 vagy
12_05. 4-gyel valé osztas maradéka lesz a kozépso szamjegy, azaz a szamok: 11311, 10133 vagy
12105. A masodik szam 3-mal osztva nem ad 0-t maradékul, az utolsé nem ad 2-t igy nem jé
megoldasok. Az egyetlen, amelyik az 6sszes feltételnek megfelel és igy a megoldéds: 11311.

2. Tekintsuk az aldbbi dbrat.

(a) Legyen ON az OM meghosszabitdsa. Ekkor
m(NOA) = 180°~[m(AOB)+m(BOM)] = 180°—[90°-+m(DOM)] = 180°—[m(COD)+m(DOM)

Vilagos, hogy
180° — [m(COD) + m(DOM)] = m(NOC),

ami pontosan azt jelenti, hogy ON szogfelezdje COA-nak.



(b) Legyen OS szogfelezéje az MOB-nek. Ekkor
m(DOM) = m(BOM) = 60°, m(MOS) = 30°.

Azaz - -
m(NOS) = 180° — [m(SOM)] = 180° — 30° = 150°.

3. Tegylik fel, hogy létezik-e olyan p primszam, amelyre
(P> =2p+1,2p" +p+1) =p,

azaz

plp* —2p + 1, plp* —2p + 1, 5 5 9
o AP 429+ 24 2 —2p+1 = 5p2+3
{p|2p2+p+1, PI2(2p2 + p+ 1) = 4p> + 2p + 2, pHAp™+2p+2+p"—2p+1 = 5p7+3,

tehat p|5p? + 3 ez pontosan azt jelenti, hogy p|3. Azaz p=3. De, p? —=2p+1=9—6+1 =4,
és 2p* +p+1 =18+ 3+ 1 = 22, teh4t

(4,22) = 3,
ami ellentmondas. Tehat nem létezik a keresett primszam.

4. Vilagos, hogy
bea = 10be + a = 1000a + 10bc — 999a = 10abe — 999a.

Mivel 999 = 37 - 27, ezért lathaté, hogy bca:37. Szintén belathatjuk, hogy
abc + bea + cab = 111(a + b + ¢),

tehdt abc + bea + cab’37 (111 = 3 - 37). Mivel, abc, bea:37, kovetkezik, hogy cab:37.

5. Tekintsiik a kovetkez6 abrat. Ekkor vildgos, hogy a DN Ma haromszogben DC magassig. Ha-
sonléan (felhasznédlva a bels6 és kiils6 szogfelezék egymasra merélegesek) M A szintén magassag.
Végiil (szerkesztés alapjan) N FE szintén magassdg a DN Ma hdromszogben.
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1. Oldjuk meg a feladatot altalanos esetben. Azaz tekintsiik a kovetkezo szamot:

a= 44;.4— 88...8.

Vilagos, hogy
a=4(10"""4+10""2+ . +10+1) = 8(10" '+ ..+ 10+1).

Tekintsiik most az
S=10""1t+10m 2+ ... +10+1.

Ekkor
108 = 10™ + 10™~' 4+ ... +10% + 10,
‘ey 10m —1
10— S =10"—1 azaz S = 5 .
Felhasznalva a fenti képletet
102" -1 10" -1 4 10" —1\2
4 —8 = (10 —=2-10"+1) =2 .
= g 1) -2 (25
10" — 1

Vilagos, hogy a € N, azaz a teljes négyzet.

3
2. Kialakitva teljes négyzeteket vilagos, hogy
8x% — l4xy 4 16y° — 4z — 36y + 2056 = 7 (z — y)* + 9 (y — 2)° + (z — 2)* + 2016.

Tehat a kifejezés minimuma 2016. Vilagos, hogy az x = y = 2 értékekre el is érodik a 2016.

3. Tekintsiik az alabbi abrat. Vildgos, hogy
CMBA = DNCA,

ugyanis [BM] = [C'N], [CM] = [DN], valamint [DC| = [BC]. Tehat

m(NCP) = m(NDC), m(CMB)=m(DNC),

azaz - -
m(DNC) +m(NCP) = 90°,
ami pontosan azt jelenti, hogy DN | CM. Hasonlbéan vilagos, hogy CM = DM. Tehat a
DPM derékszogii haromszogben O az atfogd felezépontja, azaz
DM  MC

OP
2 2



(a)

Tekintsiik az alabbi dbrat. Vilagos, hogy
DMC A = BMN As

azaz - -
m(DCM) = m(MBN).

A fenti Osszefiiggés alapjan észrevehetd, hogy
DC' || BN.

Felhasznalva, hogy ABC'D paralelogramma, kapjuk, hogy A, B, N kollinearis pontok.

Legyen h = d(P, BN). Vilagos, hogy a PR oldalfelezé6 a BPN héaromszog teriiletét két
egyenlo részre osztja. Tehat

Tspry = Tapns = gRN -h
Hasonléan, mivel BP oldalfelez6 a BM N hédromszogben, ezért
Teyvn,y = ITBPN,-
Ekkor felhasznalva, hogy Tapcp = 2T anmp, €s
Tampsn = Tamny = 21N, = 4T8pN = 81BPR,

kapjuk, hogy Tapcp = 400cm?.



D.

(a)

A feladatben szereplé egyenlOtlenség atirhatod, a kovetkezore
2—r—2> 0,

azaz
(x+1)(x—2)>0.

Az utébbi egyenlétlenséget két esetben kell megvizsgalnunk: ha x > 2, illetve ha © < —2.

Lathatd, hogy az els6 esetben két pozitiv szam szorzata van, mig a masodik esetben két

negativ szam szorzata van az egyenlotlenségben. Tehat mindkét esetben a szorzat pozitiv,
amivel igazoltuk a kért egyenlétlenséget.

Egyszerti szamolassal megkaphatd, hogy

(a®> +1)(B* +1) — (a +b)(ab+ 1) + 5 = (a®b* — a*b — ab® + ab) + (a®> + b*> —a — b — ab) — 4
(a—=0)?+ala—2)+bb-2)

2
(a—b)2+a(a—2)~|—b(b—2)'

=abla—1)(b—1)+

= [a(a = 1)]- (b - 1)] +

2

Felhasznélva a feladat (a) pontjat, vildgos, hogy
[a(a —=1)] - [b(b—1)] = 4.
Hasonlé gondolat menet alapjan mint az (a)-ban igaz, hogy
x(r—2)>0, V]z|>2.

Tehat az egyenlotlenséget igazoltuk.
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1. Felhaszndlva az

rrytz_ [a? + y? + 22
3 - 3 ’
egyenl6tlenséget az x = v3a+ 1, y = V/3b+ 1, z = v/3c+ 1 valasztassal kapjuk, hogy

V3a+1+V3b+14++V3c+1<+/3(a+b+c+1)=+2016.

2. Jeloljik |xg — 21| = k, ugyanakkor legyen o017 = x¢. Ekkor
0= To— Ty = Ty — L2017 = (Q?O —£L'1> + (513'1 —33'2) + ...+ (513'2016 —332017) =k (:l:l + +1 4+ ...+ :i:l) ,

ahol + el6jelek a szomszédok kiilonbséga szerint van megvalasztva. Tételezziik fel, hogy k # 0,

ekkor a
(£1++1+...+£1)=0,
2017db 41
ami ellentmondas. Tehat £ = 0, ami azt jelenti, hogy minden szam egyenlo xg = ... = x9g16.

Felhasznélva, hogy
’LCO +T+ ...+ .%'2016’ = 2017,

azaz r; = £1, j € {0,1,2...,2016}.

3. (a) A vilasz igen.

(b) Tegyiik fel, hogy ez megvaldsithaté. Ekkor legyen d a 2 x 2 négyzetek szdama, 2015 — d az
1 x 1 négyzetek szama. Ekkor a teriiletek alapjan

4d + 2015 —d = a®, ahola € N.

Azaz
3(d+671) + 2 = a*.

Ami nem lehetséges, mert négyzetszam 3-mal valé osztasi maradéka nem lehet 2.

4. Tgazoljuk, hogy van olyan sik amelyre ha levetitjiik a tetraéder csicsait egy paralelogrammét
kapunk. Legyenek M az AD, és N a BC élek felezopontjai. Tekintsiik az « sikot, amely
merd6leges az M N-re. Erre a sikra levetitjiik az ABC' D tetraéder csucspontjait. Legyen M N N
a = {0}, valamint A; = pr,(A), B, = pr,(B), C; = pr,(C), D; = pr,(D). Vilagos, hogy az
M N nem parhuzamos az AB-vel, hiszen ebben az esetben az A, B, C, D pontok koplanarisok
lennének. Tehdt az A és B pontokat kiilonboz6 pontokba vetitettiik (A; # Bj), hasonléan
Cy # D;. Mivel M az AD felezopontja, vilagos, hogy O az A; D, felezopontja. Hasonléan O a
B, felez6pontja, ami igazolja az allitdsunk.

5. Tekintsiik az alabbi abrat.



D’

(a) Legyen {G} = AF N DE. Ekkor vilagos, hogy
ADEA = ABF,.
A fenti két haromszog kongruencidja, maga utan vonja, hogy
m(ADE) = m(BAF).

De m(A/lﬁ) + m(D/E\A) = 90°, ezért m(@) + m(@) = 90°, ami pontosan azt
jelenti, hogy AF 1 DFE.

(b) Mivel F'F 1 (ABC), FG L DE a harom mer6leges tétele szerint F'G L DE, azaz
m(ABC, F'DE) = m(F'GF).

Lithato, hogy AF = V67 +3 = 3V5, AG = 4540 — 15 — Y5 Lathato, hogy
GF = AF — AG = 35 — %5 = 95 tehit

__ Fp
teF'GE = —— — /5,
& GF V5
A B o

(¢c) Az ABB'A’ és BCC'B' lapokat a BB’ mentén egy sikba forgatjuk. Vildgos, hogy

FPBx ~ FA'Ax.



A fenti hasonlésdgban a hasonlésdgi arany % Tehat PB = %AA’ = 3. A P pontra az
A'P+ PF 06sszeg minimalis, mert A, P, F' pontok kollinearisak. Barmilyen mésik P’ # P
esetén

A'P'+PF>AP+PF=AF.

Tehdt BP = 3.



