P XXIII. Valyi Gyula Emlékverseny
Y Marosvasarhely

2017. majus 13.
V. osztaly

[[V(p.a)ixdy

1. Séari néni a piacon 100 db haromféle tojast vasarolt 100 RON értékben. Tudva azt, hogy
a tyuktojas ara 50 bani, a libatojas 5 RON és a pulykatojas 10 RON, hany tojast vehetett
mindenikbdl kiilon-kiilon ha mindenikbdl vasarolt tojast?

2. Télapd zsdkjaban 585 eziist di6 van. Egy iskola 10 kiilonbozé osztalyaban jarva osztogatja
oket gy, hogy minden osztalyban 1-gyel tobbet hagy mint az elotte 1évében . Minden gyerek
pontosan 3 diét kap, a maradékot pedig az oztdly tanitd nénije viheti haza.

(a) Hany diét kapott az elsé osztaly?
(b) Mekkora lehetett az osztalyok létszama?

(c) Héany osztalyban eshetett meg, hogy a tanité néninek nem jutott di6?

3. Legyen X = {1,3,5,7,...,2n + 1, ...} halmaz, ahol n € N*. Felépitjiik az A; = {1}, Ay = {3, 5},
Az ={7,9,11}, ... halmazokat (az els6nek 1, a mdsodiknak 2, a harmadiknak 3 és igy tovabb
eleme van).

(a) Irjuk fel az A, és As halmazokat.

(b) Hatérozzuk meg az Ay halmaz elemeinek az Gsszegét.

4. Hatérozzuk meg azokat az abed alaku természetes szamokat, amelyekre tudjuk, hogy a szamjegyei
egymast koveto szamok, illetve a - d = be : 2.

Munkaidé 2 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 4 pont szerezhetd.
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VI. osztaly

[[V(p.a)ixdy

1. Egy gépkocsi egy 1t %—ét 80’%” sebességgel haladva egy oraval hamarabb teszi meg, mint egy
autébusz ugyanannak az itnak a %—ét 60’%” sebességgel haladva.
(a) Mekkora az egész it hossza?
(b) Mennyi id6 alatt teszi meg az egész utat a két jarmi kiilon-kiilon, ha a sebességiiket nem

valtoztatjak meg?

2. Az életkorom egy olyan kétjegyl primszam, melyben a szamjegyek Osszege egy olyan kétjegyi
primszam, amelyben a szamjegyek Osszege egy teljes négyzet. Talaljatok ki, mennyi idos vagyok.

3. Az ABC egyenl6 oldali haromszog kiils6 tartomanyaban megszerkesztjiikk az ACMN és ABQP
négyzeteket. Az ABC hdromszog teriilete 2017 cm?. Hatdrozd meg :

(a) a PAN haromszog teriiletét.

(b) az AECN négyszog és a BCMN PQ hatszog teriileteinek aranyat, ahol E az ABC
haromszog BC' oldalara hizott merdleges talppontja.

4. Adott az aldbbi két szam:

_ T8 9 . 202
=313 5736 T3 2017
y_ Lo,2 3 20U
3.4 3-5 3-6 7 3-2017
Mutasd ki, hogy
o120

természetes szam.

Munkaido 2 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 4 pont szerezheto.
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1. Ha a,b,c, x,y, z olyan raciondlis szamok amelyekre igazak az alabbi Gsszefliggések:

a=xy+x+y,
b=yz+y—+z,

c=zr+z+x.

Mutasd ki, hogy

Vie+1D)Ob+1)(c+1) Q.

2. A hét napig tarté vakacié ideje alatt Ibolya minden nap felirta, hogy aznap hanyadika van.
Ezutan a felirt szamokat Osszeadta, és igy 124-et kapott. Hanyadikan kezdodott az iskola a
vakacio utan?

3. A nullatdl kiilonb6z6 x, y, z pozitiv egész szamok esetén

x\/§+y
yV2+ 2
ztz

yz arany legkisebb értékét.

e .

Hatarozd meg az

4. Legyen P az ABCA haromszog belsejének egy tetszoleges pontja. A P ponton keresztiil
parhuzamos egyeneseket hizunk a haromszog oldalaival: QR || AB, MN || BC és ST || AC,
ahol T, M € AB, R, S € BC és N, Q € AC. Legyen ASN BQ = {E}, BQNCM = {F} és
CM N AS = {G}. Igazold, hogy:

(a) G5+ 56+ 38 =1
(b) Tsyc + Tosa + Tags = Tapc;
(¢) Temr +Tesc + Tagr = Tere-

Munkaidd 2 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol 4 pont szerezheto.
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1. Az életkorom egy olyan kétjegyt primszam, melyben a szamjegyek Gsszege egy olyan kétjegyti
primszam, amelyben a szamjegyek Osszege egy teljes négyzet. Taldld ki, mennyi idos vagyok.

2. Az a,b,c € (0,1] szdmokra teljestil az a + b + ¢ = 2 egyenléség. Bizonyitsd be, hogy

ab n be n ca -
ab+1 bc+1 ca+1

1.

3. Minden n természetes szam esetén legyen
N(n)=n(n+1)(n+2)(n+ 3)(n+4) + 120.

(a) Igazold, hogy N(n) oszthaté n + 5-el minden n € N* esetén.

(b) Igazold, hogy létezik, olyan n természetes szam, amelyre teljes négyzet.

4. Az ABCDA'B'C'D' téglatest méretei AB = a, AD = b és AA = c¢. Legyenek AE = x,
E € AD, AF =y, F € AB és AG = z, G € BD, az A csicsnak az A’D, A’'B és BD
lapatloktél valé tavolsagai, H pedig az A pontnak az A’BD sikra esd vetiilete.

(a) Igazold, hogy H az A’BD hiromszog magassdagpontjal

(b) Hatdrozd meg a téglatest méreteit az x, y és z fiiggvényében!

Munkaidd 2 ora. Minden feladat 9 pontot ér. Hivatalbol J pont szerezhetd.
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V. osztaly

1. Legyen x,y, z a tyuk, liba illetve pulykatojasok szama , igy x 4+ y + 2z = 100 illetve 0, 5z + 5y +
10z = 100. Tehat

x/2 4 5y + 10z = 100.
Azaz

z + 10y + 20z = 200

Ez azt jeletni, hogy = € {10,20,30,...,90,100}. Innen probalgatdsokkal megkapjuk a meg-
oldast:

r=90,y=9,2z=1.

2. (a) Legyen a kovetkezé jelolések Loszt.: z, II. oszt.: x + 1, IIL. oszt.: « + 2,
z+9. (A felirds torténhet szakaszokkal is.) Ekkor dsszesen:

.......... X. oszt.:

10z +1+24 ... +9 = 585
azaz
10z 445 = 585
amibdl adédik, hogy x = 54. Az els6 osztaly Osszesen 54 diét kapott.

(b) Az osztalyok létszamét megkapjuk, ha az osztdly didinak szdmat elosztjuk 3-mal. Lésd
az alabbi tablazatot:

Oszt. I. | II. | IIL. | IV. | V. | VL. | VII. | VIII. | IX. | X.
Diék 54 1 55 | 56 | 67 | B8 | 59 | 60 61 62 | 63
QSZt', 18 18 [ 18 |19 [ 19|19 | 20 20 20 | 21
létszam

Maradék

Didk sz. 0 |1 |2 0 1 12 0 1 2 0

(¢) A tanité néniknek megmaradt didk szamat az osztdsok maradéka hatdrozza meg. A
tablazatbdl kitlinik, hogy 4 osztdly tanité nénijének nem jut egyetlen dié sem.

3. (a) Ay = {13,15,17,19}, A5 = {21,23,25,27,29}.
(b) Eszrevehetjiik, hogy 13 =3-4 +1, 21 =4 -5+ 1 stb. Tehét felirhatjuk, hogy

Aypp={19-20+1,19-20+3,19-20 +5,...,19 - 20 + 39} .
Ekkor az Asy elemeinek az Osszege:

19-2024+143+5+...+39=19-20% 4+ 20% = 20°.



4. A feladat feltételeit felhasznalva vildgos, hogy

azaz

a+1=05b
b+1=c
c+1=d
a-d=bc:2

b=a+1
c=a+?2
d=a+3
2a-d=10b+c

Ekkor

2a(a+3)=10(a+1)+a+2
2a*> —5a—12=0, a € {1,2,3,..9}.

Tehat lathatjuk, hogy csak az a = 4 megoldas. fgy a keresett szam 4567.

VI. osztaly

1.

(a)

(b)

Legyen z az egész 1t hossza, t pedig a gépkocsi altal az ut %—énak megtételéhez sziikséges
id6. Ekkor

2

Az autdbusz esetén: q

Az els6 Osszefliggés alapjan

8
I
[

3
- 80t = 120t
2 )
mig a masodik alapjan
x=280(t+1).

Ekkor
120t = 80(t + 1),

ahonnan kapjuk, hogy ¢t = 2h. Tehdt z = 120 - 2 = 240km.

A gépkocsi 240 : 80 = 3 dra alatt teszi meg az egész utat. Az autébusz 240 : 60 = 4o6ra
alatt teszi meg az egész utat.

2. Vildgos, hogy egy ab esetén az a+b 6sszeg 2 és 18 kozott mozog. Tehat mivel a feladat feltételei
alapjan a + b egy kétjegyl primszam ezért

a+be {11,13,17,19}.

Ekkor az egyetlen lehetséges eset, hogy az igy kapott szam szamjegyeinek az Gsszege tel-
jes négyzet legyen az a 13. Tehat ab € {49,58,67,76,85,94}. Ezen szdmok koziil csak a 67
primszam. Tehat a keresett életkor 67.

3. Tekintsiuk az aldbbi abrat.



Q M

(a) Legyen AF L PN. Vilagos, hogy a PAN haromszog egyenldszari. Tehét

m<m):300ésFA:EC:BTC.

Ekkor konnyen észreveheto, hogy
FANA = AEC).
fey
Tapcy = 2Tapcy = 2Tran, = Tpan, = 2017cm?.
(b) Vildgos, hogy
Tapca + Tacung
2 7

Tapcn =
valamint
TrogecmN = Tacvng + Targsy + Tapca + Tapny = 2T acung + 2T aBc,.

Tehat
Tapcn

1
Tropoun 4

4. Eszrevehet, hogy

_3+4 345 3+6+ +3+2017
T34 T35 T36 T 30017
_1+1+1+1+1+1++1+1
- \3 4 3 5 3 6 3 2017
2014 1 1 1
=—+ -4+ -+ ..+ —
3 4 5 2017
Hasonldan
b_1+2+3++2014
3.4 3.5 3.6 7 3.2017
_4—3+5—3+6—3+ 2017 — 3
3.4 3.5 3-6 7 3-2017
(1 1 N 1 1 N 1 1 1 1
~\3 4 3 5 3 6 3 2017
2014 1 1 1 1
3 4 5 6 7 2017
Ekkor 9014
b=2."~
a + 3 ,
azaz




VII. osztaly
1. Vil4gos, hogy

at+l=ay+o+y+l=(x+1)(y+1)
b+1=(w+1)(z+1)
c+1l=(z+1)(z+1).
Tehat
(a+ Db+ 1D(e+1) = (z+1)%y+1)*(z+ 1"
Ekkor

Vie+1D)b+De+1) =z +1|ly+ 1]z + 1] € Q.

2. Mivel hét egymasutani természetes szam Osszege oszthato 7-tel, 124 viszont nem oszthatd 7-tel,
ezért a vakacio egyik hénap utolsé napjara és a kovetkezé hénap elsé napjaira esett. A hénapok
28,29,30 vagy 31 naposak. Mivel 1 +2+ 3 +4 =10 és 29 + 30 + 31 < 124 — 10, ezért az els6
hénapbdl haromnél tobb nem esett a vakacio idejére. Mivel 24 + 25 + 26 + 27 4 28 > 124, ezért
az elsd honapbdl 6tnél kevesebb nap esett a vakécié idejére. Tehdat az elsé hénapbdl négy, a
masodikbdl pedig 3 nap esett a vakdaciéra, igy az iskola negyedikén kezd6dott. (Valéban ha az
els6 hénap 31 napos, teljesiilnek a feltételek: 28 +29+ 30+ 31+ 142+ 3 =124.)

3. A feladat feltételei alapjan
2
M =keZ,
yV2+ 2z

ekkor
V2 4y = kyvV2 + kz.

Atrendezve a fenti Osszefiiggést

—ky=0
V2x—ky) =kz—y o L
kz—y=0
Tehat .
—:g:kﬁxz:y?
y oz
Ekkor . N
rtz _w z>2.

Y VIZ

Tehét a keresett minimum 2 (ez el is érédik, ha = = 2).

4. Tekintsik a kovetkezd abrat




(a)

Az oldalakkal parhuzamos egyenesek a haromszog oldalaival hasonlé haromszogeket és
paralelogrammaéakat alkotnak.

TMPpA ~ ABCA ~ PRSA ~ QPNy,
mert megfelelo szogei kongruensek, mivel parhuzamos szari szogek:
TMP = ABC = PRS = QPN
és s
MTP = BAC = RPS = PQN.

A BRPM,SCNP és AT P(Q) paralelogrammak, mert a szemben fekvé oldalai parhuzamosak
egymassal. Felirhatjuk a megfelel6 oldalak aranyat:

PR _ RS
AB  BC’
de [PR] = [M B] tehét
BM RS "
AB  BC
Az ABCA haromszogben QR || AB, Thalész tételébodl kovetkezik, hogy:
AQ BR
AC ~ BC @

Az (1), (2) alapjan
BM+CS+AQ_RS+C’S+BR_
AB  BC AC BC BC BC
A BMCa és ABCa haromszogek C-bol hiizott magassagai egybeesnek, kovetkezik, hogy

1.

Trmo, _ BM (3)
TABCA AB '

Hasonléan felirhatjuk, hogy
Tosan _ CS ()
Tupc, BC

és
Lagny _ 26 (5)
TABC'A AC

A (3), (4) és (5) egyenléségek megfelels oldalait dsszeadva, azt kapjuk, hogy

Teycs | Tosaa n Tagpy, BM CS AQ

Sl o N
Tapcy Tapcy Tapcn AB  BC AC

Az utolsé egyenl6ségnél felhasznaltuk az (a) pontot. Ezzel a bizonyitandé allitast kaptuk:
Tsyc +Tosa +Tags = Tapc. (6)

Az dbrat kovetve megéllapithatjuk, hogy haa BMC, CSA és AQB haromszogek teriileteit
az EFFG haromszog teriiletével Osszeadva, megkapjuk az ABC, BMF, CSG és AQFE
héromszogek teriileteinek dsszegét(a BMF, CSG és AQFE haromszogek két-két hdromszog
k6z0s részei):

Tpyc +Tesa +Tagp +Terag = Tapc + Teyvr + Tosa + Tage- (7)

A (7) és (6) egyenléségek megfelel oldalainak kiilonbsége éppen a kivant Osszefliggést
adja.



VIII. osztaly

1. Vildgos, hogy egy ab esetén az a+b Gsszeg 2 és 18 kozott mozog. Tehét mivel a feladat feltételei
alapjan a + b egy kétjegyl primszam ezért

a+be {11,13,17,19}.

Ekkor az egyetlen lehetséges eset, hogy az igy kapott szam szamjegyeinek az Gsszege tel-
jes négyzet legyen az a 13. Tehat ab € {49,58,67,76,85,94}. Ezen szdmok koziil csak a 67
primszam. Tehat a keresett életkor 67.

2. Felirhaté, hogy
ab+1 ab vab a-+b
VvVab < = < < .
W= ah+1- 2 — 4

Hasonldan

be < b+ c

bce+1— 4
ac < a—+c

ac+1— 4

Osszegezve a harom egyenlétlenséget és figyelembe véve, hogy a + b+ ¢ = 2, kapjuk, hogy

ab bc ac_ _ 2(a+b+c)

=1.
ab+1+bc+1+ac+1_ 4

Az egyenlOség nem teljesiilhet mert, az a = b = ¢ = 1 szamok nem teljesitik az a + b+ ¢ = 2
feltételt.

3. (a) Atalakitasokkal, kaphatjuk, hogy

N(n)— [(n2+5n)+4]-[(n2+5n)+6]+120
n [(n? +5n)? + 10(n* 4 5n) 4 24] + 120
3(n+5) +10n*(n + 5) + 24n + 120
=n’(n+5)% 4+ 10n*(n + 5) + 24(n + 5)

:(n+5)[ *(n+5) + 10n* 4 24] .

Ami igazolja az allitast.
(b) Négy egymast kovetd szam szorzatat megnoveljik 1-el, akkor teljes négyzetet kapunk.
Valoban,
s(s+1)(s+2)(s+3)+1=(s>+3s)(s* +3s+2) + 1 (8)
= (s +3s)2 +2(s* +3s) + 1
= (s*+3s+ 1)
Ekkor valasszuk n = 120-t, igy

Nn) nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)+ 120

n
120 - 121 - 122 - 123 - 124 4 120
120
=121-122-123-124 +1

® 1500052,
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Mivel AA" 1 (ABD) és AG L BD ezért a harom merdleges tétele alapjan A'G L BD.
Legyen AH' 1 A'G, H € A'G. Mivel AG L BD, és AH' 1. A’G a harom merdleges
tételének 2. forditott tételébdl kovetkezik, hogy

AH' 1 (A'BD),
tehat H = H’. Felhirhatjuk, hogy

AH 1 (ABD)
AE 1 A'D

tehdt a harom meroleges tétele alapjan
HE 1 A'D.

Hasonldéan

BA L (ADA')
AE 1L A'D

tehat a harom meroleges tétele alapjan

BE 1 A'D. (10)

Az (9) és (10) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy H € BE. Az A'G, DF és BE az A'BD
haromszog magassagai, igy H az A’ BD hiromszog magassdgpontja.

Mivel AE L A'D, AF 1 A'B és AG L BD felirhatjuk, hogy

A'D = vVb? + ¢2
AB -V
BD = va? + b2

Az A’AD derékszogii haromszogben magassag

g AD-AX b
T TAD P re



Azt kapjuk, hogy:

Innen

vagy

Tehat
1 _
2 b2 + c?
L1 1
y2 - 2 —"_ 2
1 1
2T et

s, VF 5, ad*d
r =s5—">5, Y = )
b? 4 2 a? + c?
1 P+f 1
2 e P
111
a2
1 1 1
Z 2w
a’ =
1 1 2 2
tEtamaT o
=

2
b= I S+5— %
1:2 22 y2

_ 2
c= | H+5 -
22 T2 22



